Teoria de la integral y de la medida, 2020-21
Hoja n® 7 (medidas y o-dlgebras producto, medidas inducidas, el Teorema de Fubini)

1.- Sea v la medida definida sobre P(R?) por medio de
v(A) = card(ANZ?) paratodo A C R?.

Es decir, v es la medida que “cuenta” el nimero de puntos de coordenadas enteras que hay en un
conjunto. Sea ¢ : R? — R definida por ¢(z,y) = ey Si Vg es la medida inducida por v y ¢ en R,
calcular vy ([1,€]) v vp((e?, €%]).

Solucién. Por definicién, vy([1,e]) = v({(z,y) : ¢(x,y) € [1,€]}), es decir,
v([Loe]) = v({(z,y) : 0 <2 +¢* < 13)
= numero de puntos de coordenadas enteras en el disco unidad = 5.
Por otro lado,

ve((€®, ) =v({(x,y) : 2 < a® +9° < 3}) = v({(z,9) : V2 < Va2 + 32 < V3})

=numero de puntos de coordenadas enteras en el anillo exterior al disco cerrado de

radio v/2 e interior al disco cerrado de radio v/3.

Este conjunto es el vacio (porque los puntos relevantes son ( 0),(0,£1), (£1,0), (0,£2), (£2,0),
(£1,+£1) y todos estdn fuera de ese anillo). Por tanto v, ((e?, e%]) = 0.
2.- Si consideramos en X = [0,1] x [0,1] C R? la medida de drea de Lebesgue habitual, m, y si

o(x1,2) = 1 + T2, 0 (21, 22) = |r1 — 22|, demostrar que las medidas inducidas m,, son medidas de
Lebesgue-Stieltjes sobre R y encontrar, en cada caso, la funcién de distribucién.

Solucion. Empezamos considerando el caso ¢(x1,x2) = 1 + x2. Por definicién, para cada conjunto
de Borel A C R:
my(A) = m({(z1,22) € [0,1] x [0,1] : 1 + x2 € A}).

Como todos estos valores son finitos, deducimos que la medida inducida es de Lebesgue-Stieltjes y su
funcién de distribucion viene dada por:

—my((¢,0]) sit <O,
F(t) =40 sit=0,
my((0,t])  sit>0.

Sit <0, entonces {(z1,22) € [0,1] x [0,1] : 21 + 22 € (¢,0]} = {(0,0)}, y por tanto F(t) = 0.
Si t € (0, 1], entonces

{(z1,22) € [0,1] x [0,1] : 21 + z2 € (0,t]} = {(x1,22) : x1 € [0,t], 22 € [0,t — 1]} \ {(0,0)}.

Esta regién es por tanto el tridngulo de vértices (0,0), (0,t) y (¢,0) (menos el origen), y por tanto
F(t) = t%/2.
Sit € [1,2], entonces

{(z1,22) € [0,1] X [0,1] : 21 + 22 € (0,t]} = {(z1,72) : 21 € [0,1], 22 € [0,min{1,¢ — x1}]} \ {(0,0)}.

Est4 regién es por tanto el cuadrado [0, 1] x [0, 1] (sin el origen) menos el tridngulo de vértices (t—1,1),
(1,t—1), (1,1) (laregién si incluye el segmento que une los puntos (t—1,1) y (1,£—1)). Por consiguiente,
Fit)=1-(2-1)?2/2.



Finalmente, si ¢t > 2,
{(z1,22) €10,1] x [0,1] : 21 + x2 € (0,¢]} = [0,1] x [0, 1],

y concluimos que F'(t) = 1.
En resumen,

0 sit <0,
t? :
5 si0<t<1
F(t)y=1 2 -
) 1- 220 Gi1<r<,
1 sit > 2.

Veamos ahora el caso ¢(x1,z2) = |z1 — 22]. De nuevo por definicién, se tiene para cada conjunto
de Borel A C R:
my(A) = m({(z1,22) € [0,1] x [0,1] : |z — z2] € A}).

Como todos estos valores son finitos, deducimos que la medida inducida es de Lebesgue-Stieltjes y su
funcién de distribucion viene dada por:

—my((¢,0]) sit <O,
F(t)=<0 sit=0,
my((0,t])  sit>0.
Ahora bien, si t < 0 el conjunto {(z1,z2) € [0,1] x [0,1] : |z1 — x2| € (¢,0]} consta solo de la diagonal
del cuadrado unidad y por tanto F'(t) = 0. Esto dltimo se puede ver facilmente recubriendo la diagonal
por la unién finita de rectangulos V;, = (I} x INU--- U (I2" x I2") con I} = [72;”1, 237] j=12...,2"
y haciendo n — oo. Por otro lado, si 0 < ¢t < 1, entonces el conjunto

{(z1,22) € [0,1] x [0,1] : 0 < |21 — w2| < ¢t}

es la regién comprendida dentro del cuadrado unidad y entre las dos rectas de R? dadas por o = x1 —t
y ¥3 = x1 +t. Esto nos da F(t) = 1 — (1 —t)? = 2t — t2. Finalmente, si t > 1 se tiene que el conjunto
anterior es todo el cuadrado unidad (menos la diagonal) y por tanto F(t) = 1. Es decir,

0 sit <0,
Fit)y=q2t—12 si0o<t<1,
1 sit>1.

3.- Sea X = R%\ {(0,0)} y dm = dady la medida de Lebesgue en X. Definimos ® : X — R por
medio de ®(z,y) = In(z? + y?). Sea mq la medida inducida por ® y m en R.

a) Calcular el valor de mg([0,1]).
b) Demostrar que mg tiene la forma dme(y) = W(y) dy y encontrar W (y) explicitamente.

Solucién. a) Por definicién, me([0,1]) = m(®~1([0,1])). Ahora bien,
O7([0,1]) = {(z,y) : B(2.) € [0,1]} = {(2,9) : 0 < In(a? + ¢?) < 1} = {(wy) : L < a® +4* < e},
Se trata por tanto del anillo con radio interior 1 y radio exterior y/e de donde se deduce
ma ([0, 1]) = m(@~([0,1])) = e — 7 = (e — D).

b) Sea f una funcién medible y no negativa. Entonces, usando los teoremas del cambio de variables y
de Tonelli,

27 [e%e)
/IR F(y) dma(y) = /X F(In(? + y?) dady "2 /0 /0 f(lnr?)r drdg
:2”/0 fnr)rdr "2 o /Rf@)ey”iey” dy = /Rf(weydy.



Luego W (y) = meY.

4.- Se considera sobre los conjuntos de Borel de R? la medida de Lebesgue m y la funcién ¢ : R? —
, 1] dada por ¢(z,y) = e~ . Si my denota la medida inducida por ¢ y m sobre los Borel de (0, 1],
0,1] dada por ¢ (@*+4) S 1y d la medida inducida por ¢ bre los Borel de (0, 1

a) Probar que mg([a,b]) =mlog2 si0<a <b < 1.

1
b) Deducir que para todo A C (0, 1] Borel se tiene mg(A) = 7r/ : dt.
A

Solucién. Por definicién, mg(A) = m(¢p~1(A)) para todo A Borel de (0, 1]. En particular, como

_ G 1 1
¢ Y[a,b]) = {(2,y) 1 a < e @) < b} = {(2,y) : log 7 < a” +4* <log —}

es el anillo de radio interior 4/ log% y radio exterior 4/log %, se tiene

1 1 b
mg([a,b]) = ﬂloga — ﬂlogg = mlog o

Llamando dv(t) = 7} dt tenemos que tanto my como dv son o-finitas sobre los Borel de (0,1] y
coinciden en los intervalos de la forma [a, b], puesto que

b1 b
dv(la,b]) = 7T/ —dt = 7log —.
a b a
Por lo tanto coinciden en la minima o-dlgebra que los contiene. Esto prueba el tercer apartado, que

también podemos obtener de forma analitica usando la propiedades de la medida inducida, el teorema
del cambio de variables y el teorem a de Tonelli. En efecto, dada f medible y positiva

2w oo
fdmg = / f(e_(“2+y2)) dady = / / f(e_TQ)r drdf
(0,1] R2 o Jo

o [T e ydr = [0
—27r/0 f(e )rdr—w/o tdt,

donde, en la ultima igualdad, hemos hecho el cambio t = e™"".

5-Sean X =Y =N, M =N = P(N) y p, v las medidas de contar en N. Probar que d(u X v) es la
medida de contar en P(N x N). Si definimos

1 sim =n,
fm,n) =< -1 sim=n+1,

0 en otro caso,

comprobar que / |fld(p x v) = 0o y que las integrales iteradas
/(/fdu)dy, /(/fdy)du

Solucion. En primer lugar {m},{n} € M =N = P(N), luego {m} x {n} = {(m,n)} € M x N.
Ademds, todo A C N x N pertenece a M ® N por ser la unién numerable de sus puntos. Se concluye
por tanto que M @ N = P(N x N).

existen y son distintas.




Por otro lado, d(uxv)({m} x {n}) = u({m}) v({n}) = Ly d(uxv)(A) = 3 1= card(A). Esto
(m,n)eA
nos dice que d(u x v) es la medida de contar en N x N. En particular, cualquier funcién f: Nx N — R
es medible y

fd(p xv) Z f(m,n) (si existe).

m,neN
Si f es la funcién dada,
oo n+l
/!f\duxv > !fmn|—221_22_
m,neN n=1m=n

mientras que

[ ramav— (men>=Z(f<n,n>+f<n+1,n>>=o,
//fdl/ (men) f(1,1) +Z (m,m—1)+ f(m,m)) = f(1,1)+0=1.

6.- Sean (X, M, u), (Y,N,v) espacios de medida o-finitos. Sea f : X — R, M medible; g: Y — R, N
medible y h definida mediante h(z,y) = f(z)g(y).

a) Demostrar que h es M ® N medible.
b) Demostrar que si f € L'(u) y g € L*(v) entonces h € L'd(p x v) y ademés

f o= (o) ()

Sugerencia: empezar con funciones simples.

Solucion. a) Esta es la parte més delicada. Siguiendo la sugerencia, supongamos que f y g son ambas
funciones simples; es decir,

K
x) = ZCkXAk(UU) con A, € M,

J
= t(y) :ZdeB-i(y) con Bj € N.

Entonces h(z,y) = s(x)t(y) es medible, porque

K.J
h(z,y) = ZZ% dixa, (@) xB,(y) = Y crdixa s, (T,y),
k=1 j—1 kj—1

con Ay x Bj € M x N, es una funcién simple de la o-4lgebra M @ N.

Para terminar usamos que, por ser f y g medibles en sus respectivas o-algebras, existen sucesiones
de funciones simples {s,(z)}, y {tn(y)}n que convergen puntualmente a f y g respectivamente. Como
limy, 00 $n(2) tn(y) = f(x) g(y) para todo z,y deducimos que h(z,y) = f(z)g(y) es medible.

b) Este apartado es una consecuencia del Teorema de Fubini, ya que las secciones de h son hy(-) =

f@)g() y h¥() = f()g(
I - () 1) o

4



7.- Sea f: X — R una funcién M-medible, f >0, y sea Ay = {(z,y) e X xR : 0 <y < f(x)}.

a) Probar que Ay € M ® B (B es la o-dlgebra de Borel en R).
Sugerencia: empezar con f simple.

b) Dada una medida pu en (X, M) o-finita, probar que / fdp coincide con la medida producto
X
7 = dp ® dy del conjunto Ay.

Solucién. a) Si empezamos con la funcién simple f(z) = s(z) = S5, cx x5, (), con By € M
disjuntos y ¢ > 0, se tiene Ag; = Z,Ile By x [0, c) que claramente es M ® B-medible porque By, X
[0,cr) € M x B. Ademés (con dy = dm la medida usual de Lebesgue)

K
Al x m)(A) = 3 p(Ber = [ sdn

k=1 X

Para la f dada, elegimos (lema técnico) una sucesién creciente de funciones simples positivas {s,(x)},

con li}m sp(x) = f(x) para todo x. Entonces Ay = U As,, luego Ay es medible.
n>1
b) Por el TCM se cumple

d(p x v)(Ay) = lim d(p x v)(As,) = lim Sp dp :/ fdu.
X X

n—oo n—oo

8- Sea X =Y = [0,1], A1, A2 = Bjgy) (dlgebra de Borel en [0,1]), 1 la medida de Lebesgue en
A, v la medida de contar en Aj. En el espacio de medida (X x Y, A1 ® Az, u ® v) se considera el
conjunto V = {(x,y) : * = y}. Comprobar que V € 4; ® Ay y que (u x v)(V) = +0o0. Sin embargo

/Y(/deu)duzo, /;((/yxvd’j)d“:l'

Esto muestra que la hipotesis de que las medidas sean o-finitas no se puede quitar del enunciado del
Teorema de Fubini. ' ' '
Sugerencia: SiV, = (I} x INU...U(I2" x I*") con I}, = [2;7117 #17=1,2,...2" entonces V = N°V,,.

Solucion. Puesto que cada V,, € A; ® Ay y V es la interseccién numerable de ellos, se tiene que
V e A1 ® Ay también.
Sea = m la medida de Lebesgue. Para cada y € [0, 1] tenemos

[ e dnte) - /{ Lam=m({y) =0, g | ([ e mant) aw =o
mientras que, si z € [0, 1],

[ =vh =1 newo [ ([ winww) e = 1=t

Para calcular (@ x v)(V) empezamos recordando que p X v se define como la medida resultante de
la construccion de Caratheodory, de forma que

(,u X V)(V) = Inf {Z ,U,(Al)V(Bz) : A“BZ € B[O,l]v %4 g U?il(Ai X Bl)} .
1



Nétese que si V' C U2, (A; x B;) con A;, B; € By se tiene que (z,7) € U, (A; x B;) para cada
x € [0,1]. Por tanto x € U2, (A4; N B;) de forma que [0, 1] C U2, (A; N B;). Por la subaditividad y la
monotonia,

1< (U (AN By)) <> (AN By)
=1

Por tanto, para algin k se tiene que u(Ax N B) > 0, y por consiguiente que pu(Ag) > 0y u(Bg) >
0. Esto implica que By tiene cardinalidad infinita, de manera que v(By) = oo y por consiguiente
(i x v)(Ar x Bg) = u(Ag)v(Bg) = oo. Asi, la suma > .2, u(A;)v(B;) es infinita y, puesto que los
conjuntos A;, B; eran arbitrarios, (1 x v)(V) = oo.

9.- Sean f,g € L'(R,dm), donde m es la medida de Lebesgue Demostrar que f(y—x)g(x) es integrable
para casi todo y. Para estos valores de y, ponemos h(y) = [ f(y (z) dm(x). Se dice que h es la
convolucion de fy gy se escribe h = f x g. Demostrar que h es 1ntegrable y que [[hl[1 < || fllillg]l1-
Recordamos que ||h|1 = [ |k dm.

Solucion. La funcién de dos variables F(z,y) = f(y — z) es medible, porque para todo conjunto
A medible en R, el subconjunto {(z,y) : y — 2 € A} de R? es medible. Por tanto, las funcién
H(z,y) = f(y —z)g(z) y es medible. Aplicando el Teorema de Tonelli a la funcién positiva y medible
|H|, vemos que

[t lan@ane) = [1s@I( [ 176 - 2ldn) dn(s /|g|dm [1s1am.

Por tanto, H es integrable en R2. Por el Teorema de Fubini, h(y = [ f(y—=)g(z) dm(z) estd definida
en c.t.p. Ademds, se obtiene

Il = [ hwlam) < [ ( [ 156290 dn) dmiy)

~ [1s@1( [ |f<y—x>rdm<y>)dm<x> = iflhllgl.

10.- Sea y
7 0 si (x,y) = (0,0)
1 1 - 1 1 -
Comprobar que / (/ f(z,y) dy) dz = — y que / ( f(z,y) dx) dy = ——. ;Qué hipotesis no
0 4 o \Jo 4

se verifica en el teorema de Fubini?

Solucidn. Se tiene que

I 1 (¥ 2 Y—tanu 1 arcwn(%) 1—tan?u du
/ fla,y)dy = — (:C)QQdy = / 2,,)2
0 <1+(%) ) 0 (1 + tan®u)

1 arctan ( % ) 1 arctan( % )
= / (cos? u —sin®u) du = / cos(2u) du
0 0

cos2u

8|

T T
sin(2 arctan(1)) 1

2 1422
Veamos con mas detalle el tltimo paso. Definiendo z = 2 arctan (%), se tiene por un lado que 1/x =
tan(z/2) y por otro que sin(2 arctan(%)) = sinz = 2s8in(z/2) cos(z/2). Asi pues,

sin(2 arctan(1))
2z

= sin(z/2) cos(z/2) tan(z/2) = sin?(z/2)
1 1
1 +cot?(z/2)  1+22’

6



como habiamos afirmado.
Por simetria obtenemos

1
0 1+y?

[ ) o= [[en=
/01 (/Olf(a:,y)da:) dy:—/oll_:x?da::—z.

Lo que falla aqui es que la funcién no es integrable (esto es una forma de demostrarlo).

AU@wmx:—/f@Jsz !

Por tanto,

mientras que,

11.- Sea

fag) = | @rmE 8 m1<T<L Sl<y<l (@y) # (0.0)
’ 0 Siﬂj:yzo.

Demostrar que las integrales iteradas (con respecto a la medida de Lebesgue) coinciden y valen cero,
sin embargo f no es integrable en [—1,1] x [—1,1]. ;Qué hipotesis no se verifica en el Teorema de
Fubini?

Solucion. Las integrales iteradas valen 0 porque tanto f, como fY son integrables (continuas y
acotadas), impares y el dominio de integracion es simétrico. f no es integrable porque

1,1 <y 1 1
flz,y dxdy:4/ / d:z:dy:2/ ————dy = o0.
//[1,1}x[1,1] 1#(z-9)l o Jo (22+y?)? o y(1+9?)




